X.

Det endelige Integral =exud-
trykt ved et enkelt bestemt
Integral

af

N. H. Abel.

Man kan, som bekjendt, ved Hjelp af det Parse-
valske Theorem udirykke detendelige Integral Zogx ved
et dobbelt bestemt Integral; men, saavidt jeg veed,
har endnu Ingen u.trykt det samme Integral ved et
enkelt bestemt Integral, Dette er Gjenstanden for
nzrverende Afhandling,

Betegner man ved @x hvilkensomhelst Function
af x, seer man let, at man altid kan sette:

ox = e“odeY.ovo.a(l)

hvor Integralet tages mellem 2 hvilkesomhelst Greend-
ser af v nafhengige af x. Functionen fv betegner en
Function af v, hvis Form er afhengig af Formen af



Abel omn Zngx 183

@x. Setter man Ax = 1, saa faaer man ved at tage
det endelige Integral af hver Deel af Ligningen (1)
' fv
E@x: eV, ;‘;__‘.—lod"--oou@),

livor man maa tilisie en vilkaarlig Constant. Tager

man endnu engang det endelige Integral, faaer man;
: : fv
Zox= [ evx, =1 dv,

og i Almindelighed vil man finde:
LY = fv
Z“@x._ﬁ %, m v ¥ s o3}

For at fuldstendiggjsre dette Integral maa man
paa hoire Side af Lighedstegnet filfsie en Function
af Formen:

CH+Cix+ Cix? +.0,s.Copxn—i,
hvor C, Cy C;,, o.s.v. ere vilkaarlige Constanter,
Det kommer nu an paa at finde Veerdien af det

fv
bestemte Integral J evx, m sufiva

I denne Hensigt benytter jeg fiilg_ende'-Theorem
af Legendre (Exerc, de calc, int. T, II p. 189):

ev4-1 T dt, sin (vt) t..'-:-'O}
begmT T ) Mg U

Heraf faaer man:

ev_l __; + J‘dr. sin (v!) e

Substituerer man denne Verdie af

| OB
o S Lig-
ningen (2), saa fager man:
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fv | [ ALY |

zox = fer* s — , dv — } Jewx, fv , dv +
2 & V=, fv , si dv—-
S o oy

i+ Integralet fe“‘ fvisin (v) dv findes paa folgende
Maade:

Swmtter man i Ligningen (1) istedelfor x efter-
haandenx-]—-tr-_-i- og'x — tf —1; saa faaer man;

¢ (x+t V-—Tl_) =‘/!evx.e“]' '.._'l. fy G&Y
¢ (x — ' .—l) =.-/;w‘ e-‘-vt r_l. f?.d?,

hyoraf man ved at subtrahere og dividere med of —1
faaer;

Je*.sin (vt)fv. dv= ) )"" ¢ ("‘"'r—l)
Altsaa bliver H
Tox—/oxdx-} ox+%/‘ - O+ li’;})r 3(1:: o 5]
(t e ol' t = s’)o

For nu at finde Vardien af det almindelige In-

d
tegral Z9Qx = fev¥, fv-(-é;_-_-—vn.,. s@tte man

| - " dp d?p
(-;;_T)’;—{ 1) 1(Ap'n.P+AI'B'd_Y + Az -d_\-*_’.' +

da—r 1
e I+An—lmd—v?_-‘p-i)a hvor p== 1’ og Ao,n, Apn

0. s. v. ere Talcoefficienter, som skulle bestemmes.
Differentierer man den forrige Ligning, saa fager man
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—;-Ill.e_l'_ —_— . = - . dp I dhp
(eV—1)B 1.7 — .1) . (Ao.n i + Asn e s Sl
0‘-0.&11—[,:[. EI_E . .

I dvn

nev =2 n i n \
(e"—1)R #3 (e?—I © (ey—Dm +*
‘nev
(ev—1)n +1 Ly
d . .-
ne(=— l)nu—l(Aﬂ.n P+ A:.no —P+ e Au—10 e h

dy dyn—1

Nu er

Altsaa

dp dup
+]‘1(—- I)“(Ao,n'*"lfP'*‘ AI,I. 'I"" . (-i_v-!- .o . t.An.n-'-l .&'v_n)

ne"v
(e‘ﬂ-l]“ + 1

Ved at sammenligne diisﬂse 2Udtryk for

udleder man folgende Ligninger:

AD,llq.l""‘Ao.n:O a: ﬂAg‘n:O
A:.n O B A},n _— % AOJ\ o A Al‘n pr—rtl %1 Ao,n
Arn p 1 — Agn = = Arno2i, D Ayn = % Ain

.

. ¥

An-_'l.u + I-An—l.n:--:iﬂn—z.n a: ﬂAn—Jl,t_l:%An——c.n
Ann 3 1={; An—1n

Heraf faaer man:

Ac.u pe— 1: Al.n —1 1 ‘}1’ Az,n — (ﬁ = i)s A3|ll e

= (I‘E E(:‘; = i)), 0, S Vo

1 1 1

I

An —— g " ety | el 1 =y
M g 1 — . . sesbng e .on—-—--———
n *n—1*n—2 3 1 " | T2

Denne sidste Ligning tiener til at bestemme Con-
stanterne, som indeholdes i Udtrykkene for Ay, Azn,
AS.I‘I.! O« S« Yo
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Naar man saaledes har bestemt Coefficienterne
Ag,n, Al'n, Aﬂ.u, 0. §¢ V. SAQ faaer man ved at sub.

stituere i Ligningen (3) istedetfor dens Veer.

1
(e"—I)n
die:

d
TaQx = (—l)n-—l‘/:aw*fv .dv(Ao.n P+ Aia. d_s +

dll—'!
LR An-—l.u (F;_'_’l;

t.sin('vt)
emt_y '’

hvoraf man faaer ved Differentiation:

Nu har man p=1*— {-}-2

dp 2ftdt.cos(vt}
vy = e2xt—1
a o _@_ n t3dt.sin(vt)
Tt 3% Tem

M. 123 2‘/"l’dt.cos(\rl)
dvsmn gk eZrt_1

0. s. v.

altsaa ved Substitution:
Ta--
ox = ('-— Ap_tn—An—2n. e + Ansn.

‘rn'—'l

Tin—2) = veeth (—=1P~1Aon. i -+ (—l)n.g)e"‘i.fv.dv

v n—2

+2(—1)n—tf -P—':-z%'l’l—‘.d—’.ew.fw.dw.

50 t).dt
2 1)“"‘”%. ev* fydv

Af Ligningen ¢x = Jfevx, fv.dv
faaer man ved Integration
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Joxdx = fevx, fv. ‘1,'

SJroxdx = fevx. fv. g'-:

dv

j‘gxd‘ = Jévx. f" . "_s‘

00 s. Ve
Nu er

Sttty ms @A e t)on “"""r"“')
2y~

¢(=+'Y'—l)+¢(r—r7 =0

altsaa fager man ved Subsmunonz

5 0x=T .An—1,0./"0x.dx"In—1)sAneszn,/0—1@x.dxn—1

+ .0+ (— l}“—’f¢x.dx + ("— l)n . l- ox

+2 (_;).,_.:/ Pt oG+t =D—oG—l D)

Jeos(vi).dv,evx, fy =

o2’ 2y =1
+ 2 (=1p- ngrl , oGt —1 32+¢cx-:r-:“>

(frat=201¢tlt =1
Her er P — Agn—Agn A t4—.,,
0g Q = Aynt—Asn 13+ Asp.t5 —. ,,
Swtter man f, Ex, n =— 2, faaer man;

Z'ox = ffox.dx? — foxdx + § ¢x

A f dt a(x-f-t]‘ D—o(x—tf —1)

ety af—1

= tde o(x+1) —D+o(x=—tl —1)
2./"6241_1 X 2

@x vere f, Ex, = e?%, saa faaer man:
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o(x.i.tr —1 ._—.:e“.eiatr'-—__l-, feaxdx | _5‘_-‘ e

1
ﬂeardx‘ —_— ;; . Eu;

altsaa, naar man substituerer og dividerer med eax:

L =T M t.sin(at) %[‘.Ji.c‘oscm)
(1>~ 2 a ' ad g .2 e2xt__j

Det merkverdigste Tilfzlde er det, hvori n=I.
Man har' da, som ovenfor er aniért:

E¢x=C+f@de-g¢x+'2_ dt. qa(x-}-tr l) (b(x-tl' 1)
; L 2wt 1 y_ 2 r 1
Antager man, at de 2 Integraler Zgx og fq;x for-

svinde for x = a, seer man let, at man faaer°
G=%@a+—2 dt rp(a-f—tr l)——@(a—tl’ -1

'_ e2nrt 1" 2 ]/—

altsaa

e e ¢(x+iTT>-¢»c=:-z}’-1—)
m:;lmx;(mwmfgm e

dt  oattf o)
-2
f 27t 1o L) rj

Seetter man x=— 0, og dntager at @x og fpxdx

ere =— 0 for denne Verdie al x, saa fasuer man:
¢a+o(a+1) + ¢la+2) + @la+3) 4+ ...1det Uendelige -

= fpxdx (=1, x==C0) + 4 0a
gl @t ¢ca+1r——1)_?_<3_.r_—1>
ele_,l- ’ 2 r_l s

—, saa [aaer man:

¢x vere f Ex, — =
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oG} -D-oa-tV 1)__ ((s-:r' 1)a-(a+xi’ 1)=)

2T @+
. =—2at

e i (a2 +12)?
altsaa

1 1 1 1
et (T+T>'°' Tt e T

2a’+ +4 ./;-:12»*! —1) (a?4t?)? (=0't=®

og maar a — 1, o 1

l.+;r+‘ +t‘+"5+l ..'M—i+‘:f_/‘(l

25 e VRS
+ln)1(39'.rt 1)




