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RECHERCHES SU1R LES FONCTIONS E L L I P T I O U E S  

(par M. N. H. ABEL). 

SECOND M Is 

Duns les ~recherehes sur les fonetions elliptiques,, insgr6es dans le tome 
second de ee journal j 'ai fair voir comment on pourra toujours rdsoudre 
l '6quation du degr6 (2n + i) 2 d'oh d6pend la division en 2n + i parties 
6gales d'une fonetion elliptique; mais je me suis eontentd ~ ddmontrer 
seulement la possibilit6 d'une telle rdsolution, sans entrer dans des d6tails 
sur l'expression des racines. Une note de M. JACOBI ins6rde darts l e t .  I I [ ,  
p. 86, rn'a fair revenir sur eet objet; et dtant parvenu h eette occasion 
plusieurs propridtds nouvelles des fonctions elliptiques je vais continuer iei 
rues premi6res recherches. 

En faisant F 0 = x  Oh aura selon ce qu'on a vu d~ms le w I i I  du 
mdmoire citd 

(I) ~(2n  -~- 1)0 = R 

oh R u n e  fonction rationnelle de x, le num6rateur 6tant du degr6 ( 2 n +  I) ~ 
et le ddnominateur du degr6 (2n-4- i) ~ - -  i. L'dquation (I) est done du 
degr6 (2n + x) ~ et les raeines pourront ~tre reprdsentdes par la formule 

'x 

en donnant ~ m. et /x routes les valeurs enti~res depuis zdro jusqu'~ 2n incl. 
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Soient pour abrdger 

2<0 2('~i 
(3) 2,~ + I 2,, + x 

l'expression des racines sera" 

- f l  

(4) x = g (0 + ma + ,~fl). 

Cela posd nous allons d6montrer le th~orbme suivant: 

Th~or~me I. Soit r  une fonetion enti&e queleonque des quanti t& 
g(O + ma + pfl) qui reste la m~me en changeant 0 en O + a et 0 + ft. 
Soit v l 'exposant le plus grand de la quaniitd g0 dans la fonction 90;  
on aura toujours: 

(5) ~bO = p + q . f (2n  + x)O.F(2n + I)O 

off p e t  q sont deux fonetions entidres de ~(2n + [)0; la premi6re du 
degrd v et la seeonde du degrd v - - 2 .  

Ddmonstration. En vertu de la formule (Io), pag. to5, on a 

(6) ~(0 + 'ma Ac ~fl) = q~O.f(ma +/~fi).F(ma +/Lfl) + f (ma + f#~).fO. FO 

d'oh il suit qu'on pourra exprimer r  rationnellement en gO et ]cO. FO. 
Or le earrd de /O.FO est rationnel en 90, savoir 

(fO.FO) ~ -~ (i --c2~20)(I + e~g20), 

(lone on pourra faire en sorte que l'expression de 90 ne eontienne la 
quantitd fO.FO qu'~ la premiere puissance. On poun'a done faire: 

(7) ~0  " I ~ I = r + CngO~.fO .Fo 

oh ~b,{gO} st ~{9,0} sont des fonetions rationnelles de VO. 
Si l 'on met o 9 - - 0  ~ la place de 0 on aura en remarquant que 

F ( o J - - 0 )  = gO; f ( o o - - O )  = - - f O ;  F ( o ) - - 0 )  = FO" 

( s )  0 ( ~  - -  0) = r  - -  r 
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Des dquations (7) et (8) on ddduit: 

r  = ~ . { r  + r  8)}; (9) I t I 

~ , ~ 8  I.f8. F8 = (,o) ' ~ ' . { r  r  8}. 

Considdrons d'abord la fonction I r  En y mettant 8 + a au lieu de 

8 il viendra: 

I / 

or on a r  a ) =  ~b8 et par consdquent aussi en inerrant w - - ~ - - 8  

au lieu de 8 
r  r  

donc : 

c'est-h-dire 

I 

On aura de la mcme^ mani~re: 

La premiere 

8 + 2 a , . . .  

(,,) 

off m est un nombre 
d o n n e :  

d'ofi l 'on tire en 

tion (1 I)" 

(,5) 

La fonction 

78 une autre racine quelconque de l'dquation (l). 

de ces 6quations donne eu inerrant successivement ~ + a,  

au lieu de 8: 

r162  + , ,+}  = r162 

entier quelconque. De m~me la seconde dquation 

mettant  8 - 4 - m a  au lieu de 8 et ayant dgard h l'dqua- 

r162 reste donc la m~me en substituant au lieu de 
La formule ( z :) donne 
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en attribuant h m e t  # routes les valeurs entibres ddpuis zdro jusqu'h 2n 

et puis ajoutant: 

2 n  2 t t  

(I3) r )'~(~t~Olfl - -  (2//, ~[-I 1)' " o~m 0~1, r ~ JC 'nO[ .31- /lfl)}. 

Le second membre de cette dquation est une fonction rationneUe et symd- 
trique des racines de l'dquation (I), done on pourra l'exprimer rationnelle- 
ment en les coefficienN de cette dquation, e'est-h-dire en ~(2n-t-  I)0. 

Soit done 
0 , { r  = p .  

La quantitd p sera une fonction rationnelle de ~(2n + I)0.  Or je dis 
t 

que p doit toujours ~tre enti~re. En effet soit f,(2n -4- ~)0 = y e t  1> = -~ 

oh p' et q' sont des fonctions enti~res de y sans diviseur comnmn. Soit 
y = f ( e n  + I)~ une racine de l'dquation q' = o; la quantit6 

I 
v'  = { r  + - -  o)) 

I 
sera infinie en faisant 0----~, done on doit avoir ~3 + r - -  d) = o" 

Maintenant il est dvident par la forint de la fonetion ~0 que eette 
dquation ne peut pas subsister ~ moins qu'une quantitd de la forme 
f~(~ -I- ma -{- ,aft) ou f(oJ - -  # -I- ma -I- pfl) ait une valeur infinie. Soit 

I 
done f ( 3 +  ma +l_~fl)-=~), on aura en vertu de l'dquation (3 ~ ) pag. I~3" 

oh m' et n' sont des nombres entiers; or cette valeur de ~ donne: 

 (2n N i)a 

] 
c'est-k-dire ((26) pag. ]I  I): ~(2n -~- I)t~ = o" Or cela est impossible car 

une racine quelconque de l'dquation q ' =  o doit ~tre finie. On trouvera 
I 

de mSme que ~ ( t o - - 3 - [ -  mot q-/.tt9 ) donnera p(zn "t- I)3----- o" La quantitd 

p e s t  done une fonetion enti6re de F,(2n-1- I)O. 
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Considdrons maintenant l 'dquation (I o). En  divisant les deux membres 
par f(2n + , ) 0 .V(2n  + ,)0 on aura: 

f(2a + i)0. F(2n + I)0 2 f(Zn + I)0. F (2 .  + I)0 

Comme on a vu (45) pag. I I7 on aura 

f(2n + I)0 : fO.u, F(2n + i)0 = FO.v 

oh u et v sont des fonetions rationnelles de ~0; done le second membre 

de l '6quation pr6c~dente sera une fonction rationnelle de 90. .En la d6- 
signant par z{~O} on aura" 

z~O~ = ~ ' / ( 2 ,  + l ) O . F ( 2 n  + l)O " 

En mettant  0 + a au lieu de 0, il viendra 

r + ~ )=  r r  (0 + ~)) = r  o) 

f(2n + ~)(0 + a) = f((2n + ~ ) 0 +  2,row + 2p~i) = f(2n + i)O, 

F(2n + ~)(o + ~) -- F((2n + ~)0 + 2too, + 2t,~,i) = F(2n + ,)0; 

done on aura Z{ff(0 + a)} _~_ x~9Ot.t ~ De la mSme mani~re on trouvera 

Z{f(O-t-fl)} ='z~,lr On en ddduit d e  mdme que plus haut  pore" la 
fonction t t / 0 / �9 , r  que Z ~  / pourra ~tre expnmee par une fonction enti~re 
de ~(2n + l)0.  Soit donc" 

J 
z~FO~ = q, 

o n  a u r a  

Cd,~-o}.fo.ro =- q.f(~,, + ~)o.I,'(~, + ,)o: 

Par cons6quent, enfin 

(I4) r  = p + q . f (2n  + 1)O. F(2n + l)O 

oh p et q sont des fonctions enti~res de ~(2n + i )0.  Pour trouper les 

degr~s de ces fonctions, soit (fO)~.zO le terme dans ~b0 oll gO est dlevd 
h la plus haute puissance; on aura en posant ~0 infini 

r = A.(r ~ 
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oh A est une constante. On aura de m~me 

et par suite: 

r  - -  o) = A'.(~,o) ~ 

p = } (A + A')(rO)'; 

mais pour F0 infini on a r  + I)0 = B.~O Oh B est constante; d'ofl 
il suit que p sera du degrd v par rapport h r -t- I)0. On ddmontrera 

de la m~me manibre que la fonction q sera du degrd v - - 2  tout au plus. 

Notre thdorbme est donc ddmontrd. 
Dans le cas off la quantitd r ne monte qu'~i Ia premibre puissance 

clans r  on a v = I; par consdquent q sera du degr~ - - i ,  c'est-h-dire 

q-- : -o .  On a donc alors: 

(,s) r ----- A + B . f ( : n  + ,)0 

off A et B sont des quantitds constanfes qu'on ddterminera facilement en 
I 

faisant 0-----o et ~0 = o" 

Soit par ex." 7r0 le produit d 'un hombre queleonque des racines de 

l'6quation (I) et faisons 
~ n  ? n  

q,o - Z . .  X,< ~ (o  + ,,,~ + / @ ,  
0 0 ' 

il est clair q. 'on a.ra r  4,(0 + ~ ) =  r + fl) e,, ,'e,.arqu,.,t qu~ 
7:(0 + (2n + ,)a + p f l )  = 7:,(O--~--lU~) et ~r(0+ (2,, -+- ,)fl + ma) ---- r:,(0+ m~). 
Donc: 

(16) 
2 n  2 n  

On doit remarquer que l 'une des quantitds A et B e s t  toujours @ale a 
zdro. On a A = o si le nombre des facteurs de z0 est un nombre impair 

et B-----o s i c e  nombre est pair. Dans ce dernier cas la quantitd r  est 

doric ind@endante de la valeur de 0; pal" consdquent en faisant 0 - =  o: 

2 n  ~'n 2 n  2 n  
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Ainsi si l'on fair ~rO = 9~0.9~(0 at-ka + k'fl) on a: 

2n 2n 

( ,s)  x., x,, ~(o + ,,,~ + ~ ) . ~ ( o  + (,,~ + z-)~ + (/, + k')g) 

2n 2n 

= o~,,, o%,, ~(,,,~ + #~).~((,,, + k)~ + (f, + k,)~), 

k et k' sont des nombres entiers quelconques moindres que 2n + ,. Ce- 

pendant on ne peut pas supposer ~ la lois k = o; k ' =  o; car alors 

r0  = (~0) ~ et par suite v =  2 tandis qu'on dolt avoir v---- ,. 
Enti~rement de la m4me mani6re que nous avons ddmontrd le thdor6me 

prgcddenf on pourra encore 6tablir les deux suivants  

Th4orgme II. Soit r  une fonction quelconque enti~re des quantitds 

de la forme f(O+ maW#fl) telle que r  r  + a) = ~,(O+fl), on aura: 

r  = p -3 I- q.9~(2n 71- I ) O . F ( 2 n  "~- I)O, 

oh p e t  q sont des fonctions entih'es de f (2n+ I)0; la premi6re du degr6 

et la seconde du degr6 v - - 2  tout au plus, en ddsignant par v le plus 
grand exposant de fO dans r  

Th4or~me III. Soit r  une fonction quelconque enti6re des quantitds 

de la forme F(O + ma + r telle que r r  + a) = r  + fl), on aura 

r  = p  + q. f ( 2n  + I ) 0 . f ( 2 n  + I)O, 0/1 p e t  q sont des fonetions enti6res 
de F(2n + , )0;  la premiere du degre v e t  la seconde du degrd v ~ 2 tout  

au plus, en ddsignant par v le plus grand exposant de FO dans r  

2. 

A l'aide du thdor6me I, ddmontr6 dans le paragraphe prdcddent, il 

est facile de parvenir au th6orhne de M. JACOBI sur la forme des racines 
de l 'dquation: 

Considdrons ' " " 1 expression: 

( '9 )  
2n 2n 

r = xo Z:o~ ~m,+,,,' .~(0 + .,~, + ~r 
Aeta mathematlea, 26. h n p r i m 4  le 21 mars  1.q02. 
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21r 2~ 
off ~ = c o s - - - - q - i . s i n ~  et k et 

2 n  + I 2 n  ~ I 

En metfant 8-1-a  au lieu de 8, on aura 

k' sent deux hombres entiers. 

or on a 

211 2 "  

0(• + ,) = x ,  e.".  x .  e- '~(o + (,, + ,)~ + eft); 
o 

mais 

2n 2n 

Z.,  ~"'r + (m + ,)~ + ,@) = Z ,~('-')'r + m~ + M) 
0 1 

r + M + (a,~ + ,)=) = ~(e + M + 2,,) = r + ~ ) ,  

donc en remarquant que ~ " ~ =  ~-*: 

~n ~ .  

0 0 

L'expression de r  + a) deviendra done en substituant: 

(20) r  + ~) = a - ' . r  

Enti~rement de la mgme mani~re on aura: 

(2,) r  + fl) = ~-,'. Ce. 

En 41evant chaque membre de (2o) h la (2n-4- I) e puissance et re- 

marquant  que ~-~(~"+')= , -= 3 -k'(~"+~) il viendra: 

{r = {r + =)}~.+1 = {r  + B)}:,+,. 

D'ofi il suit que le th4or~me Ier est applicable h ]a fonction (r 2"+1. 

aura done: 
On 

(22) (r ~"+' = P "4- q . f ( 2 n  Jr" I ) 8 . F ( 2 n  "4- *)fl 

off p et q sent des fonctions enti~res de ~(2n Jr I)6. 
L'expression (I9) de r  nous montre que F8 se trouve h la premiere 

puissance seulement dans cette fonction; donc ~6 est 41ev4 ~ la puissance 

2n -4- I duns la fonction (r ~"+' . De lh il suit que p e t  q seront respec- 
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t ivement du degr6 2n + I et 2 n - -  I tout  au plus. Comme nous allons 

voir q n'est effectivement que du degr6 2 n -  2. 
En mettant  dans l'expression de (56) ~"+x m -  O au lieu de 0 on aura 

en remarquant que 

~ ( 2 n  + ~ ) ( ~ - -  6) = ~ ( ~ n  + ~)o, 

f(2n + I)(to - -  6) = - -  f(2n + I)6, F(2n + I)(to - -  6) = F(en + t)6 

cette formule" 

~r - -  0)}'"+' = p - -  q.f(~,,  + , ) O . f ( ~ n  + , )6 ;  

doric- 

(23) 

Mettons ici - - 6  au lieu de 6 et ddsignons les valeurs correspondantes 

de p e t  q par p' et q', on aura, comme il est facile de ddduire de la for. 

mule (l 9), 

r  = - -  r  - -  6); r  + 6) = - -  r  

p ' = - - p ,  q ' = q .  

Maintenant puisque 9(2n + I)6 change de signe avec 6, il s'ensuit que 

p ne contiendra que des puissances impaires et q seulement des puissances 
paires. On aura donc 

'p = (a o + a~{~(2n + x)6} ~ + a2{~(2n + , )6} '  + . . .  

(24) + a.{F(2n + ,)6}~"). ?,(2n + ,)6,  

q = b  o + b , { f i 2 n +  , ) 6 } ~ + b , { f ( 2 n +  , ) 6 ) ' + . . .  

+ b._,. { ~(2~ + ~)6} ~.-~ 

off a 0 , a I , . . . ,  a,; b 0 , bl ,  . . . ,  b,_t sent des coefficients ind~pendants de 

6. Ces coefficients sent des fonctions des quantitds 9(ma + #fl) et on 
pourra les ddterminer en d~veloppant les deux membres de l 'dquation (22) 
suivant les puissances de 76. Or le procdd6 serait fort compliqu6. :Nous 

donnerons tout  ~l l 'heure uixe autre mgthode plus simple. 

2v = (r  + { r  - o)}' .+',  

2q.f(2n + , )O.F(2n + i)6-~-- ( r  - -  ( r  ~"+1 . 

doric 
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Connaissant ainsi la valour de (r ~'+~ e n  ~-(:u-t-  i)g,  on en tire 

eelle de r  en extrayant la racine (2n-t-  i)( savoir 

(25)  r  = "~'}, + q.f<z,~ + ,)O.F(~,~ + ,)0, 

r  est une fonetion lindaire des racines. EIIo prend diff6rentes formes selon 
les valeurs diffdrentes de k eL k'. En donnant ,I ees hombres routes les va- 

leto's depuis zdro jusqu'/i ~ on connait la valour de ( ~  -b ~)~ fonetions diffd- 

rentes. Nous allons voir qu'on pourra en ddduire les raeines elles-mdmes. 

D~signons la valeur de p "t" qf(sn -I- 1)0. F(:n + I)0 qui r@ond h 

k et k' par x(k, k'), on aura: 

2n 2n 

(~6) zo., ~,< ~"'+,".~(o + ,,,~< + ~l~)= ~"+:lzti,-.-~'~. 

Multiplions eette dquation par 3-" '~-'<'~' et prenons ensuite la somme par 

rappor~ h k e~ k' depuis zdro jusqu'h zn, on aura: 

9n 2n 2n 9n 2n 2n 

Maintenant on a: 

2n 2u 2n 2:a 

- -  { I + ~ ....... ' _~ (~2( . . . .  ') J C ' ' '  -~- (~,n(m--m')}. / ' /" - -  ~ ~ + ~<-~ + 3 ~ :  ''-') + . . .  + 3~"c'<-~ ~') 

Quel que soit le nombre impair 2n + i premier ou non, si en m4me 

temps m' et /~' sont positifs et moindres que 2n + I eette quantit6 se 

rdduit "X z6ro pour routes les valeurs de m ,  m ' , /~ ,  p' exeept6 lorsqu'on a 
h la fois m - - r e '  et /L----#'; dans ee eas elle devient (2n + I) 2 . De 1~ 

il suit qua le premier membre de l'6quation (26) se r6duira h 

(2n + ~)~.~(o + m'a +/~,'fl). 

Par consequent oll aura en changeant m' ot IX' cn m et [, 

~(0 + ~,~ + ~ )  = i~,~ + i) ~ 
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voici donc l'expression d'une racine quelconquc de l'dquation 

~ ( 2 n +  ~ ) 0 - - R = o .  

En faisant m =-o ,  /~ == o on aura la valeur de ~8 savoh" 

2n 2tt 

- ' .zo, ( 2 8 )  ~e0 (2,/, -{- l)  ~ 

L'expression des racines contient  comme on voit (2n-}- I) ~ radicaux diffd- 

rens. Or on peut  les exprimer rat ionnellement en deux d'entre eux. 

Soient p et P l l e s  deux valeurs de z(k, k') qui rdpondent  respectivement 

k =- ~, k ' =  o et k = o, k ' =  i, en sorte que: 

2n 2n |~.+I 

(29) | ~,, 2. I~.+, 

= i z0. + + . z / i  , 
alors je dis qu 'on  aura: 

k k' 
--1 q-2.+~ (30) r  = s . p  - l+~"+' .p ,  

oh S ddsigne une fonction enti6re de F(2n q- I)6 et f(:n-4- i)t?.F(anq.- I)6. 
""~"-= ~b~, ~'+~p~ = r on aura en vertu des dquations (2o), (2I) Soient Vp 

en faisant k == I, k ' =  o; k ~--o, k'---- I 

r + a) = ~ - ' . r  G(O+fl)=O-'.GO; 

r + fl) = r  G(0 + ~) = r  

d o l l c  : 

{r + ~)}-'+~',+' = ~+' .  (r -'+~,,+' , 

{G(o + ~)}-~+~"+' =o+".(Go) -'+~', 

ct de lh en ayant  6gard ~t la formule (2o) 

r + ~). {r (O + ~)}~+'-~. {G(0 + ~)}~"+'-" = r162 ~'+'-*. (r 

r + fl). {r + ?)}~+'-~. { G(0  + ~)}~"+'-" = r162 ~'+~-'. (G0)~"+'% 

d'oh il suit en vertu du thdor&ne premier qu'on peut faire: 

q,o. (r ~+,-~.  ( G o ) ~ + , - ~  = u + v .f(~,~ + , )o .  s ( ~  + ~)o = s 
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oh u et v sont des foncfions enti~res de F(2n + 1)0 et par suite 

k k' 

(31) r ( u + v . f ( 2 n +  l ) # .F (2n+  t)@) P'~"+"P: '"+ '  ~'+' (k ,  . 
= . -  - ?z #<') P "P, 

Fn vertu de cette formule le second membre de l 'dquation (27) deviendra 

une fonction rationnelle de F(en  + , )0 ,  f(2n + t )# .  F(en -4- r)#, ""~i~9 et 
""+~ip~ et cette fonction satisfait h l 'dquation (,)  en dormant aux radicaux 

"+~ el V#, toutes leurs valeurs. 

Revenons maintenant  k la ddtermination des fonctions p et q darts la 

formule (22). Faisons 0 - -  2~ + I ' nous aurons: 

(32) ( ~,, :$ ,/f'~ F"+' r = + ~,(r + . . .  + ~.(~)~.+' 

+ {b0 + b,(F.~) ~ + . . .  + b, ,_ , (~C "-~) .r-:. F~.  

( ' )  Cela posd supposons qu'on donne k e une telle valeur que r 2n 5r I  = o, 

on aura l 'dquation: 

(33) o = a0ftr + a,(f#r 3 + . . .  + a.(~r ~'+' 

+ {% + b,(r ~ + . . .  + L,(F~)~"-'}.f~.F~ 

que nous reprdsenterons par v = o. 

Maintenant  il est clair d'apr6s la forme du premier membre de l'dqua- 

t ion (32) que l 'dquation v = o aura encore lieu en la diffdrentiant par 

rapport  k ~ un hombre quelconque de fois moindre que 2n + I. On ob- 

t iendra de cette mani6re ces 2n + i dquations: 

(35) v ---- o, Vv a'v al"v --~ ~ O ,  ~r O , . . ~ ~ r  - -  O I 

qui sont routes lindaires par rapport  aux inconnues a0, a~, . . . ,  a , ,  b0, b,, . . . ,  

b,_~. En supposant r connu ces dquations donneront  les coefficients pr6- 

c6dents en Fun d 'entre eux; il faut donc encore une dquation. Or si 1'on 

divise les deux membres de l '~quation par (F0) ~"+~ et qu 'on suppose ensuite 
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I le premier membre se r~duit h I e t  le second ~ a.(2n + i)~.+, ~ 0 =  o 

cause de la formule C(2a + I)O I pour CO = I 90 --  2~ + ~  6" On aura done: 

(36) a. = (2n  -3 t- I )  ~"+' .  

Les mgmes 6quations (35) donneront encore une ~quation en ~e seul; 
mais comme elle doit avoir lieu quelle que soit la valeur de k et k~ il 

sera impossible d'en tirer la valeur de ~r qui doit avoir effeetivement lieu. 

Or on peut trouver cette quantitd de la mani~re suivante: Soit 

(37) r~O = r 1 6 2  O) 

on aura 
=(o + ~) = r  + ~). r  o - -  ~), 

mais selon (20) on a p ( O +  a) ----- 3-*.  pO et de l~t en mettant  - - - O - - a  

au lieu de 0 p ( - - 0 - - a ) =  5 ' . r  done en substituant ~r(0 + a ) =  ~r0. 
De la m8me mani~re on prouvera que r:(0 + /9)  = ~r0. Done en vertu 
du I ~ thdor~me 

r r  a + B.+(2~ + ,)0 + C. {r + ,)0} ~ 

"4- D. f (2n + I ) 0 . F ( 2 n  "4" I)0. 

Si l 'on met t o - - 0  au lieu de 0 le premier membre reste le mgme et le 
second reste aussi le mgme en changeant seulement le signe de D.  Ce 
coefficient est donc dgal ~ zdro. En  remarquant de plus que le second 

membre doit rester invariable en changeant le signe de 0 et celui de 

c (2n  + I)0,  on aura encore B : o e t  par consdquent 

+o.+(--o) = A + C.{+(~ + ,)0}'. 
I 

En faisant 0 = o on aura A =  {0(0)}2; on faisant 9 0 =  ~ on am'a 

$ 
C ~ - - - - - ( 2 n  + l) 2 et en faisant 0 -  2 n + i '  r  et A--I-C.(~r 

on aura done" 

(38) 

r r  + ,)'{+.:)'-, '+{2n + ,)o}:} 
I 2n 2n 

et 
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On connait  done Cr au signe pros, or ce-ci n ' influe e n r i e n  sur la 

valeur des coefficients a0, a~ , . . . ,  b 0 , b~ , . . . .  En  effet il n 'es t  pas diffi- 

cile de voir qu'on peut  les exprimer rationnellement en (r 

Le coefficient b 0 se t rouve immddia tement  en faisant s - - - - o  savoir 

(39) bo= ~o,,,~o,,3"J'+"v.f(ma-l-p~) l =_+_(2n+,  .(Cz)2,,+, 

Les fonctions p et q jouissent  d 'une  propridtd remarquable qu 'on peut  

ddduire sur le champ de l 'dquation (38). En effet en 61evant les deux 

membres  h la (2n + i) ~ puissance on aura 

mais 

' r  2 " + 1 ,  .{r  = (2,, 71-I)4r'+~{(~95)2---{~(2,1,2f - I ) t l ,  

p + q.f(2n + ~)o.F(2n + ~)o; 
- - - - p  + q. f (2n + 1)O.F(~-n + I)O, 

{ r  , = 

{ r  o)}~,,+ , _ 

done en subst i tuant  

p2 q:.{f(2n -I- ,)O./;(2u-Jr- ,)0} ~ 
= (~,,, + , ) "+~{ {~ ( : , ,  + , /o )  ~ -  ( , ,~ ) I  ' '+ ' .  

Soit r  + I )0  == y on am'a 

{ f (2n- t - , )O.F(2n- t -  ')O} 2 =  (' --c2Y2)( ' q-e~Y:), 
done 

(40) (aoY -[- a~Y 3 Jr- . . . -F  a,,y~"-l) 2 
- - (b  o + bly 2 + . . .  + b,_~f" 2)2(I--c~y~)(I +e~y ~) 

= ( : n +  , ) , . + ~ . W _  ~,~}~.+ , . 

Cette propri6t6 des fonetions p e t  q suffit pour les ddterminer au signe 

pros car l 'dquation doit avoir lieu pour une valeur quelconque de y, et 

donnera  ainsi ~-n + 2 gquations entre les coefficients a 0 ,a~, . . . ,  bo, b~, . .. 

et (~e) ~. 

Pour  donner  un exemple, consid6rons le eas le plus simple oh n = i. 
2m 2~i  

Dans ce cas on a a = - - ,  /~- -  
3 3 
2 2 



ou bien 

(4 I') 

Off 
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_ =o, a" (o 

2~i~ 0r,+~,99 (0 + a 99 (o + T / +  + 2eO+2~i )+3~k+k3  99 0 + (  4~ 

+ a~,.99( O _{_ ~ ) +  #,+2r99( O + 2co + 4...... ~ i ) +  o~,+,,.99(e + 4a, + 4~i), 
3 2 

{r 3 =%9930 + a,(9930) ~ + bo . f 3 0 . F 3 0 ,  

((tO~ "4" a l Y s )  ' - -  b ~ ( I  - -  e 2 y s ) ( i  -Jr- e2y  s) - - .  3 ' .  (Y' - -  f~)3 

2 
I ~0 m ~ml.+#k, 12mr -1- 2 / t ~ i  I 

(42) f = 3 "  ~o" [ 3 l" 

En 6galant les coefficients de y4 dans les deux membres il viendra: 

boc e ---- - -  37f~; 2aoa ~ .3t_ 2 ~_2 

maintenant 

donc 

a I ~- 33; b e - -  33f  3, 

x I ~e2 e,c~f~ Ii. ao ~ - - ~ / a /  q" 3s; 

on a par suite 

' = 33 .{ - - -~(3f~+ e~c2f ") ~30  + ,~ . f30 .  F(30)}- - ' - -Z(k ,  k') x ~a}  ~ (930) 8 

et de 1~ 
. J  

(43) r  3 . ~ / / ( 9 9 3 0 ) 3 - - 2 ( 3 [ ' + e ' e ' f ' ) F 3 0  + [ 3 . [ 3 0 . F 3 a .  

La quanti~6 f est donn6e par l'6quation (42). Si l'on la cherehe it l'aide 
de l'6quafion (4I') on parviendra ~ une 6quafion du huiti~me degrC En 
effet en co~nparant les coefficients de y2 on aura 

a~o + bSo(c ' ~  e ~) = 37 . f~ 

e'est h dire en substituan~ les valeurs de a o et  b o 

~-. 3 6 �9 (3f ~ + e 'c~[ ' )"  "4- 3 s �9 (c' - -  e ' ) f  6 - -  3 7 . f '  = o 
4 

aeta mathmnatica. 26. Imprim6 le 2l mars Lq02. 3 
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ou bien en d~veloppant" 

(44) f 8  "-t- 6e'c~f ' -I- 4 ( c ' - - e ' ) .  f ~ - - 3  ---- o. 

Les huit raeines de cette 6quation sont les huit  valeurs de f qu'on 
obt iendra  en donnant ~t k et k' les valeurs o ,  I ,  2 en faisant abstraction 
de la valeur f =  o qui r@ond h k = o et k'----o. 

Rien n'a gt6 plus facile que de d6terminer la valeur de r dans le 
eas oh n - =  i, mais si n est plus grand il est tr~s compliqu~ de se servir 
de la mgthode exposge; c'est pourquoi nous allons exposer une autre qui 
conduira ~t l'expression g~n~rale et explieite de la fonction ~8. 

Dgsignons par zr(k) et zq(k') les valeurs de la fonction r  qui r6- 
pondent respeetivement ~t k ' =  o et k = o, nous aurons: 

2n 2n 

(45) ,. ,. 

Soient do m~me ~r '(k)et  zc'l(k') les valeurs de r (k)  et zq(k') en inerrant 
- - 0  au lieu do 0. 

Cela pos6 considdrons la fonction 

(46) P =  It(k). ~r, (k'). ~b ( - -  6). 

En y mettant  0 - q - a  au lieu de 0 les fonetions 

,~(k) ; ,~,(k') ; r  
deviendront respeetivement 

3 - ' . ~ ( k )  ; ~ (k ' )  ; ~ ' . 0 ( - - 0 ) ;  

done la fonction P reste la m~me. En mettant 0 + fl au lieu de 0 la 
fonetion P reste encore invariable. Donc en vertu du Ier thdor~me on aura 

(47) zc (k ) . rq (k ' ) . r  = u W u ' . f ( : n  + , ) O . F ( e n  q- ,)0 

oh u e t u '  sont des fonctions enti~res de F ( 2 n q - I ) 0 ,  la premiere du degrd 
3 et la seconde du degrd I. En mettant  e o - - 6  au lieu de 6 les trois 
f o n c t i o n s  ~ ( k ) ;  ~ , ( k ' ) ;  r  0) se e h a n g e r o n t  en  

- -  ,~'(k) ; - -  ,~;(k')  ; - -  r  



donc 
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(47') zc'(k).~ri(k') . r  - - u  + u'.f(2n + x)O.F(2n + I)O; 

par suite 
: .  = .(k).  ~,(z). r  o)--  .'(k). ~.;(z). r 

2u'.f(2n + I)O.F(2n + i ) O =  7 / ' ( k )  . ~ l ( k ' )  . r  ~ ) -31- 7/"(k) �9 XJl(k') �9 r 

En changeant ici O en - - O  on volt que u change de signe et que u' 
reste invariable; on aura donc 

u ~- aog~(2n + I)0 + al(99(2n + I)O)s; U ' =  b ,  

off a 0 , a~ , b sont des quantitds constantes par rapport k O. ]1 viendra donc: 

(48) r(k).zq(k').r O) = aof(2n + x)O + a,{ic(2n + ,)O} 3 

+ b.f(2n + ,)O.F(en + I)0. 
Soit 

2n  ~ n  

x . x 0 .  + ) (49) c,,~, = 2n + I 

on aura en vertu de la formule (3 8) 

(50) r 1 6 2  (2n + ,)2{c:,~,- {~(2. + ,)~}2}. 

L'6quation (48) donnera done en multipliant par r  

(2~ + ,)'{d,.,--Ir + ,)el'} ~(k) .,(k'). 
(5~) r  ---- %~,(2n+x)O+a,{~(2u+i)a}'+b.f(2n+~)O.F(2n+x)a" " 

Cette formule donne la fonetion #O /~ l'aide du produit des deux 
fonctions zc(k); 7r,(k') si l 'on connait seulement les trois constantes a0, a~, b. 
Or ces quantitds se trouvent aisdment comme il suit. 

I 
Faisons d'abord dans (48) 9~0 = o  apr~s avoir divis6 par (~O) 3, on ob- 

tiendra: a 1 ~ - ~ -  (2n + I) a. Soit ensuite O-----o on aura en faisant pour 
abr6ger 

~n 2n  

c , = - - . E o Z  ~ 2 ~  -{- I m /t �9 

'2n ~n  

e ,  -~- 2 n  +-----~ " ~ 



2O 

~(k) ----- c,; 

done: 

N. H. Abel. 

rq(k') ---- e,;  r  O) = c,,,,; 

f(2n "~- i)~.F(2n "t- 1)0 = i, 

~ ( 2 n  + ~)O = o;  

b = (2n + I) ~. c,.  e,,. c,,,,. 

I1 reste ~ trouver le coefficient %. Or en mult iphant  membre h membre 

les deux 6quations (47, 47') on aura: 

~(k) .  ~'(k).  ~ , (Z) .  ~ (k') .  r  r  8) 

= - - '~ '  + " " . { f (~"  + , )a .F(2n + ,)0}'; 

maintenant en vertu de la formule (50) on a 

~(k).~'(k) = ( ~  + i ) ' {c: - -  {~(~, + ,)O}'}, 

~,(z).<(z) = (~  + ,)'{c:,-- {~(~ + ,)0}'}, 

donc en faisant r + 1)6-----y 

(aoy -t- a, Y3) '  - -  b"  . ( I - -  c 'Y2) (  ' "4- e ' y ' )  

= ( ~  + , ) ~  - -  ~ ' ~ ' " '  - -  4 , } { v '  - -  ~,,,,,~ 

et comparant de part et d'autre les coefficients de y4 on obtiendra" 

2aoa I 21- b ~ e ' c  ~ = ~ (2n + I) ~. I , 2 ~. ~c, + e~. + c , , , . j ,  

donc en remeCtant les valeurs de a~ et b o 

a, = ~  ~ , + 4 + ,,,. + e'c'c~.e~,, eL.} .  

En substituant les valeurs de %,  a~, 

I 
(53) 0 o  - 2~ + ,  

b l'expression (5 I) de r  deviendra" 

- -  . ~ r ( k ) . ~ r , ( k ' )  

{~(2rt+ I)O} --r 

{~(2n+ I)6} ~- ~c,+e,,+r I , ~ , e~c'ck.ek'.c,X}.~2n+' ' " t)S-c~.e~'.c~,~'.f(2n+ O0.~ ' (2n+ l)a 

I1 s'agit maintenant de trouver les fonetions x ( k )  et z l ( k '  ). En d~signant 



par k et 
fonetions: 
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k~ deux hombres entiers quelconques il est clair que les deux 

zc(k).rc(kt).zd(k + k') et ~r~(k).z6(kt).zc~(k + k,) 

ne changoront pas de v a l e u r e n  mettant 0 + - a  et 0 + fl au lieu de O. 
Ces fonctions auron~ donc en verCu du z e~ th6or~me la forme 

u + u'f(2~z + I )O .F(2n  + I)O 

oh u et u' sont des fonctions enti~res de ~(2n + I)O. 
ais~ment que u' sera constant et u de la forme 

.o~{:~ + ,)o + .,{~(2. + ,)0} 3. 
Soit done: 

On d6montrem 

~(k). ~(v). =,(k + v) 

= a0~9(2~r --~ I)O -4-a I{~9(2.--~ 1)0}3 " ~ - b . f ( 2 ~ ' J f  - l ) O . F ( 2 ~ ' J f  " I)O, 
(54) 

,t~(k).~,(k').~;(k+ k') 

= a'og(2n+ i)O + a',{9~(2n+ I ) 0 } 3 +  b ' . f ( 2 n +  ~ ) O . F ( 2 n +  i)O. 

En traitant ces dquations enti~rement de la m6me mani~re que l'6quatiou 
(4 8) on trouvera: 

a I -~-- - - ( 2 n  + x)s; b ~ Ck.e+..Ck+k,; 

(55) ]a '  t ----- - - ( 2 n  + I)3; b'----- (2n-~- i)~.e,.ek,.ek+k,; 

I I ( 2 n  + 3 e~ e ~ I a'o = ~ ) + e:, + e~+,, + e*c'e:.e}. ,+v}. 

Cela posd, on obtiendra en multipliant les 6quations rospec~ivement par 
lr(k + k') et x'~(k + k') et remarquant que 

~(k + k,). ~,(k + k') - (2~ + , ) '{cL~,--  ~ '( ,  + ,)o}, 

~,(k + k').~;(k + k') ~- (~, + ')'{~L,'--~'(" + ,)O}, 
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' . ~.(~). ~-(k') 
~(k  + k') = 2n + I 

2 i 
{~0(2~.+ l)O} - - C k + k '  

{~p(2n + ,)O} a I /  , , , , 
- ~tek+Ck'+Ck+k" +e 

(5 6 ) 

| 2 $ 2 c ok. ck'. Ck + k') f(Z n ~- ,)0 -- c j,. c,'. ck + Z. f(2 n ~- ,)O. F(2 n + 1)0 

IX 
= , ( k  + k') = 

2 n +  , . = l ( k ) .  = , ( k ' )  

{ ~o(2n 4 , )O} '  -- ek+k' 

' f ( 2 n  + I)O.F(2n+ 1)0 - ek'+e~+z+e e ek.ek' {9(27b+ ' )0} a ~(e~+ ~ I ' ~ ' ~ e J k + k , ) f ( z n + , ) O _ e a . e k , . e x + e  ," 

Ces formules donnent  ~r(k + k') en 7r(k) et ~r(k') et z:,(k + k') en 7:,(k) 
et z~(k') .  I1 est facile d'en tirer la valeur de z ( k )  et ~q(k). Soit  k ' = ~  
et mebtons k - - i  au fieu de k nous aurons 

(57) 
x 

~rl(k) = 2n + , 

7/'(I) 7/'(k I )  ~)k ~ . , ~ -  . ~  

tk 
i 

~ .  7 t l ( I ) . ~ l ( k - - I  ). .'T;','Vk /k 

oh l'on a fair pour abrdger 

( ss )  ~, = { r  + , ) o 1 ' - -  ci.; ~; = { r  + , ) o } ' - - , ~ ,  

(59) 

t~ = { ~ ( 2 .  JI- I )O}3--~(e~ Jl- ei- i  Jt- e~ -~- e2c2e21ei_le2k)~P(2. Jr- I)O 

- -  e, e k . l e  k . / ' ( 2 ,  .+ i)O..F(2n -+ i)O, 

- - C ~ C k _ l C k . f ( 2 n  + I ) O . F ( 2 n  + , ) 0 .  

Cela pos6 les dquations (57) donneront sur le champ en faisant 

k ---- 2 , 3 ,  . . .  et  61iminant ensuite: 

(60) { ~(k) = 

~ ( k )  = 

Va. V a, �9 .'Ok 

(2n + ,)~-1 
! t ! 

' { )} . . .  v~ 
t t " p "  

�9 t 2  �9 t ,  �9 t k  



Recherches sur los fonctions elliptiques. 28 

De cede  mani~re il reste seu lement  les deux fonct ions  ~r(x) et  :r~(I), qui  

sont  encore inconnues .  Or si l 'on  fair k = 2 .  + I on a 

c k = e k = = O ;  z c ( z n +  I ) = X ' ( o ) =  ( 2 . - ~ -  I ) 2 . 9 9 ( 2 n - ~  - I ) ~ = T I ( Z . +  I ) ;  

V~,,~I = { ~ ( 2 "  -~- 1)0}2;  t2n+, = { r  Jl- I ) / ~ } 3 - - r  = V2.; t;n+l = V;n; 

donc en subs t i tuant  

{ ~ r ( 1 ) } ~ + '  = ( 2 n  + , ) , n + , .  t ~ . t , . . . t ,  , 
V 2 . V a . . . V ~ n - - I  

' .  t; . . . ti~ { ~ , ( , ) F  +, = (z ,  + ,)~.+~. ,t,_~ . . . . .  

V 2  �9 ? ) 3  �9 ' �9 V 2 n - - t  

et de lh 

(61)  

7/'(I) = (2,  d C I). 

~,(~) = (2,  + ~). 

2n+l i /  t~ . ts . . . t~n 
I ~  

2.+1./ t~ t' +' 

~ ) 3  �9 �9 �9 ? ) 2 n  1 

Connaissant  ainsi zr(I) et  zq(I) on aura  ~r(k) et  zc(k') par  les dquat ions  (60) 

et  ensui te  r  par  l 'dquat ion (53). 
On peu t  simplifier un  peu  les expressions de ~r(I) et  7q(I) en re- 

m a r q u a n t  que t2~ = t~, t2~_ 1 ---- &, . . . ,  v2,-l ~-- v~, v2~_2 ----" v3, �9 �9 �9 etc. On 

obt iendra  ainsi 

(62) 

~(x) = (2n + 1). 

~,(~) = (~.  + I). 

t2 �9 t3 �9 . v t,,+1 
v \ V ~  V s �9 . Vn 

2.+~I / t'~. t.~.. 

Les quant i tds  sous les radicaux sont  repr6sentdes sous une forme frac- 

t ionnaire  mais selon ce qui  pr6c~de elles sont  r6el lement  des fonct ions  

enti~res. On pour ra  t rouver  ees fonct ions  par  un  procddd part icul ier  que 

nous  allons exposer. 

Mul t ip l ions  l 'expression de re(k) par  zr '(k);  nous  obt iendrons ,  en remar- 

quant que ~ ( ~ ) . ~ ' ( k ) =  (2.  + , ) ~ . { c r - - { ~ ( 2 .  + , ) 0 } ' } = - ( 2 .  + ,)'vk, 

~r'(k).{~(x)? = - - ( z ,  + i)~+',  t ~ . t ~ . . . t ~  . 
" ~ t  �9 V a  �9 �9 �9 V k - - 1  
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Ceta pos~, soit 

t ~ . t s . . . l k  ~ S#,  
(64) v~. v~. . .  v,-1 

nous aurons 

vk. 8k+, = tk+,. 8~; ~,~_,. 8 ,  = t , .  8~_,.  

De lh on tire en multipliant la I ~ dquation par Ck_~ et la seconde par 
Ok 

. - -  et ensuite ajoutant: Ck+ 1 .t)k_ 1 

tk. & 
(65) o ---- ok._,, vk. 8,+, - -  (ek_, tk+t Jr ok+,. O,). 8,  q- c,+, . - -  

q)k---1 
�9 S k _  1 . 

Cela posd si l 'on ddsigne par Ok la valeur de tk en y changeant le signe 

de f(~n Jr I)6.  F (2n  "4" J)6, les coefficients de Sk et Sk_~ seront divisibles 
par vk. En effet on a d'abord 

t~. ~ = {~,(~,, + , ) ~ - -  ~}{r  + , )o - -  ~}{r + ,)~-- ~_,}, 

c'est ~ dire 
tk . Ok --- vl �9 Vk. Vk--1. 

0~ trouve encore h l 'aide de la formule (59) 

c~_,t~+, + c~+,.8~ = (c~_, + c~+,).~(2,, + ~)8.{~'(2, + , ) o - -  cl} 

= (ck_, + ck+,). ~(2n + ~)O. vk. 

On aura donc en substituant dans l'6tluation (65) et divisant ensuite par vk: 

(66) c~_,.8~+1-- (ck_1 + ck+,).~(2n + I )# .Sk  

+ c~+,. {~ ' (2 ,  + ~ ) 0 - -  c,j'~. &_, = o. 

Cede formule donne une loi tr~s simple pour former successivement les 

fonefJons 8k en connaissant les deux S~ et S~. Or on a 

( 2 .  -Jr I ) '  = ?)1 = ~OS( 2n 7L I ) # -  Cl 2 et 8~ -~ t~. 

Par l~ on volt done qtm les quantitgs 8 , ,  8~, . . . ,  8k d~termin~es par la 



l~ocherches sur les fonctions elliptiques. 

fo rmule  (66) en fa i san t  k ---- 2 ,  3 ,  . . .  se ront  des fone t ions  enti6res. 

fa i san t  k-----2n on aura  la valeur  de 

$2 ~ _-- t 2 . t 3 . . . t ~  

V2 �9 V3 �9 �9 �9 V~n--1  

et 

(67) 7 r ( I )  --~- ( 2 n  "Jr- I )  2 . + t / ~ -  �9 VD~n �9 

On aura  en mdme t emps  en vel~u de la fo rmule  (60) 

I i ~ ( i ) }  k Vk 

~(k) - -  ( 21 l  + I )  k - l "  / " N ~ "  (68) 

E n  fa isant  
! i 

t~ . t ~ . . .  tk 
(69) S~. = , , , 

V~ . V~ . . . V k _ t  

on aura  e n t i h ' e m e n t  de la mgme  mani~re  

S t  _ _  . r (7 0) ek--1, k+, (ek_~ + ek+,) 9~(2n + I)o. Sk 

+ + , ) o - -  41. s;_, = o. 

25 

E n  

w 3. 

Th6or~me IV. Soient  a 0,  a , ,  a 2, . . . ,  b 0, b 1, b 2, . . .  

h o m b r e  que lconque  et d o n t  l ' une  au  moins  soit  variable.  

les raeines de l ' 6qua t ion  

(7,) 

des quant i t6s  en 

Si l 'on  ddsigne 

(ao + alx + a~x ~ + . . .  + amx~) ~ 

- - ( b o  + b,x + b2x ~ + . . .  + b,,x")'(~ - -c2x~) ( t  + e'x ~) = o 

p a r  

je dis q u ' o n  aura  

(7 2 ) 

cO 1 , C02, c O : ,  . . . ,  cO+, 

~ ( 7  I=_ 01 ~__'.0 2 + 0:~ ~__ . . .  ~_ Of,) ,  = ~t une  eons tan te  

en d 6 t e r m i n a n t  convenab l e me n t  le s igne des quan t i t6s  81 , 8 9 , . . . ,  8+,. 
Aela malhematica. 26. Impr im~  le 24 m a r s  1902. 
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D~monstrat ion.  

(73) 

et faisons 

N. H. Abel. 

Soient  pour  abrgger 

~p----- ao + a~x + . . .  + a , , ~ ' ,  

i q = bo + b~x + . . .  + b,,x", 

(74) r  ----- p ~ - - q ~ ( I  - -  C2X2)(I -~ e2x2). 

E n  inerrant  pour  x l 'une  quelconque des quant i t6s  781 ,782 ,  . . .  on aura 

(75) r  = p ~ - - q ~ . ( i  - - c : ~ O ) . ( ~  + e~?~O) = o = p ~ - - q ~ ( f O ) ~ . ( F 6 )  ~. 

E n  diffdrent iant  cette 6quat ion par r appor t  h 0 e t a  o , a I , . . . ,  b o, bl , . . .  
il v iendra  

(76) ~b'(fO). [O. F O.  dO + 2p~ 1) - -  2q~q(fO)'. (FO) ~ ----- o 

oll le signe de diffdrentiat ion 3 se rappor te  aux seules quant i tds  a0, a~, . . . ,  

bo, . . . .  Ma in t enan t  la mdme 6quat ion (75) donne  

(77) p =  e q f O . F O  o~l e = • I. 

E n  v e r t u  de cette 6quat ion on aura 

2 p f p - -  2q3q(fO)2(FO)~ = 2~fO . FO {q3p . - - p 3 q } .  

L 'dqua t ion  (76) deviendra done en subs t i tuan t  et divisant  pa r  tO.  FO: 

r  dO + 2~(q#p - - p ~ q )  ----- o 

d'oh l 'on tire 

(78) ~dO = 2(p~q - -  qap) r  

La quant i t6  2 ( p ~ q -  q~p) est une fonct ion  enti~re de x = ~0 que nous 

ddsignerons par  2(9=0). On aura par suite en m e t t a n t  po m" 0 ces valeurs 

O~, 0 2  , O ~ ,  . . . ,  0,, et dds ignant  les valeurs correspondantes  de e par  e~ , x2, 

~ ,  . . . ,  x~ les 6quations su ivan~s"  

(79) z~dO, - -  )~(~0,). ~./lO~ - -  ;~(~0,) . �9 ~ , d O , , -  ;~(~0~) 
r ( , ' ( ~ 0 , ' ,  ' . ' , r162 
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qui ajoutdes membres h membres donneront  celle-ei 

(8o) -qdO~ 4- s,dO.~ 4- . . .  4- s~,dO~, ,~(fO,) 4- 4- 4- = r r "'" ((~,o,~)" 

Cela pos6 il est facile de voir que le degrd de la fonction enti~re 2(x) 
est moindre que celui de la fonction r  donc en ver tu  d'tme formule 

connue le second membre de l 'dquation prdcddente s'dvanouira. I1 viendra 

done 

(8~) 

d'oh l 'on tire en int6grant" 

(8:) ~,0,  + q o ,  + s~O3 + . . .  + s,~o,, = 

et de 1~. 

h une constante 

(83) r  + s,0, + ~3o3 + . . .  + s~C) = c .  

Le th~or?mle est done d~montr& 
La d&nonstration pr~c6dente SUl)pose que toutes les raeines de l 'dqua- 

tion soient in ,gales ,  mais il est ~vident que la formule (83) aura encore 
lieu si quelques-unes des quantit6s 9:0~ , ~0~, 9:0~, . . . , FO~ deviendront  

6gales entre elles. 
La valeur de s ~ , - % , . . . ,  st, n 'est  pas arbitraire; elle est d&ermin~e 

p~r l '~quation p ----- sqgO . FO , c'est-li-dire 

(84) ao 4- a, FOk + a:(FOk) 2 + . . .  4- a.~(~'Ok) '~ 

= sk. (bo + b,~Ok + b~(~,Ok) ~ + . . .  + b,(~O,) ~) . f  Ok. FOk. 

Les quant i t& 0~, 0~, . . . ,  0~ sont en vertu de l 'dquation qg(x) ----- o 

des foncfions de ao, < q , . . . ,  bo, b~, . . . .  Si un certain hombre k de ces 
derni~res quantit~s sont ind6Lermindes on pourra en gdndral les ddterminer  

de la manibre que k des quantitds 0~, 0~, . . . ,  0+, soient donndes. Soient 
done 0~ , 02 , . . 0k donnees, les qnant  te.~ 0k+~ , 0k+2, �9 0~ deviendront  

des fonctions de celles-l~. Le cas le plus simple et le plus impor tant  est 
eelui oh / ~ -  k a la valeur la plus petite possible. Or il est clair qu 'on 

peut  disposer de ~ t - -  t des quantit~s a 0, a~, . . . ,  b 0, b~, . . . ;  done on 
peut  regarder  les / t -  ~ quantitds 0~ , 0~, . . .  , 0~_~ comme donn6es e t e n -  
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suite ddterminer  FOI~ en fonct ion de ~01, ~02, . . .  , ~0,~_1 de la sorte que 

l 'dquat ion (83) soit satisfaite. Soit  

(85) ~,o,, r  ~,o~ . .  o ,. = ) ) �9 ) ~" # . - l l  ~ 

on tire de l 'dquat ion (82) une autre  valeur de gO~ savoir 

r = - - ~ . r  + s,o~ + . . .  + ~ _ , o , ~ _ , -  c') 
done 

(86) 

Cette 

~.-~(~101 -1-- *e,O, "Jf-..."I--~lt_lOl,_l--(-]):---~lt.~){~Ol)~O,l),..,~lt__l}, 
formule  dans laquelle routes  les quant i tds  Ox, 0 . , , . . . ,  0,,._~, aussi 

bien que e I , S~ , . . . ,  St,_l ,  SOnt5 arbitraires, expr ime la propridtd fondamenta le  
des fonet ions  ell iptiques.  E n  posant  sa - - - - - e ~ - - - - . . . =  e~,_~, on a 

(87) r + 0, + o= + . . .  + o~_, - -  c )  = - -  ~,~r ~o, ,  . . . ,  ~o~_,). 

Cela posd, considdrons quehlucs  ca, s particuliers. 
I. Soient  

(88) 
[P ----- aox  -I- a , x  a -t- . . .  n t- a ,  x ~n+l = J , (X} ,  

i q  ---- b o -t- b ~ x '  -t- . . .  -t- l,~,,_,x~ _--_ ),~(x); 

, l 'dquat ion 

dans ce cas l 'dquat ion (7x) 

( 8 9 )  p '  - -  q ~ ( I  - - -  C~ ' ,~)( I  -Jr- e ~ z  ' )  = O 

sera du degrd 4n + 2, et sos racines seront  dcux h dcux dgales mais de 
signes eontraires. Soicnt  donc 

02,+2 - -  0 1 ;  0 2 , + 3  ---- - -  0 ~  ; . . . ; 0 v , + 2  = - -  0 ~ + 1 .  

Supposons  0 , ,  02, . , 0~,, onncs et  q -= s 2 - -  . . .  ~,,---- I 
(77)  donnera  eelles-ei 

(90) ~(f0,)  = ~,(g01).f01 . FO 1; 2 ( f O , )  ---- 2 , (gO.~) .[O~.  F O  2 ; . . .  ; 

a(fo,,,) = a , (~o . ;  . to , . .  to , , , .  

s : , , + j ,  s~,,+2, . . . ,  &,+2 sont  ddterminds par  les 5quations:  

J ' ( fO2n+ 1 +m) = S2n+l-bmJ'l  (fO2n.t-I +m)" N2n-I-1 +m" F(92n-I-l+m) 
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c'est-h-dire en r emarquan t  que 02.+1+., = -  0,,, 

- -  = fo,,,. Fo,,,; 

donc en ver tu  des dquat ions (90) 

$ 2 n + l + m  = - -  I ; S i  ~lq, > O 

On aura de m~me 

La  formule  (82) deviendra  donc 

(9 I) 201 + 20.j + . . .  + 20.2, + 2s~,,+lO~,,+l = U 

d'oh 

(9 2 ) 

e est dgal "~ + I 

e t  m < 2n  + I .  

~(01 + O~ + 03 + . . .  + 0~,, + a) = - - r  

et ddtermind par  l 'dquat ion 

~(~0.~,,+~) . /0~,,+~ . FO~,,+I 
~(90~,+~) 

29 

b~0 = c~O1 . C202 . . .  C~02,. C20~,+1; 
on en t i re:  

b o 

(93) C02,,+, = _+ ~0,.  ~o0,... ~o,,, 

La  quant i td  b o se ddtermine  h l 'aide des dquat ions (9o). Comme elles 

sont  lindaires par r appor t  aux quant i t6s  a0, a~, . . . ,  bo, b I , . . . ,  elles donne ron t  

b o et  par suite ~0.~,+~ en fonct ion  r a t i o n n e l l e  des quant i tds  

~01 , FOe, . . . ,  C02, ; fO, . FO, ; fO e . FO 2 ; . . .  ; fO~, . F02 , .  

bo 

Pour  dd te rminer  la constante  a soient  0, = 02 . . . .  ----0~,, = - o .  

Alors il est clair par la forme de l 'dquat ion (89) qu 'on  doi t  avoir 

= a 0 = b 1 = a  1 . . . .  = a,_1 ---- o. Cette dquat ion se rddui t  alors 

X 4n§ ~ 0 

a cst une quant i td  constante  quc nous  allons ddterminer .  
L '6qua t ion  (89) nous  mon t re  que b~ est dgal au p rodu i t  des racines, donc 
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et  par  suite dans ce cas ~c02,+~ ---- o, donc la formule  (9 2) donnera  

~ a = o  
et par  suite 

bo 
(94) C(0j + 0: + 03 + . . .  + 0~.) = + ~c0, .C0, . . . r  

Supposons  pro" ex. n = i,  on aura 

b0 
(94') c(O, + O:) = ++_ r 

et  pour  dd te rminer  b o on aura ]es deux dquat ions 

aocO 1 + c~O, = bo. [ 0 , .  FO, ,  

ao~cO~ + c'~O: = bo.[O~. FO 2. 

On en tire en d l iminant  a o 

= ~o, .  ~o, .  {~,~o, - -  ~'o,} 
bo # ,  . fo, . FO, - -  ~0, . / 0 , .  FO, ' 

doric en subs t i tuan t  darts la formule  (94') 

~'0, - -  ~'0, 
C (0, + 0:) = +___ ~0,. fO,. FO, - -  +0,. fO,. FO," 

Pour  dgterminer  le siffne, soit O: = o, on aura C01-----~ cO~; doric il faut  

prendre  le signe infdrieur et  par  suite 

910, - -  +'0~ 
+ ( o ,  + o , )  = -@, . t o , .  Fo ,  - +o , .  fo, . ~o, " 

Si on mul t ip l ie  hau t  et  has de la fraction par le ddnomina t eu r  en changean t  

le signe du second terme,  on t rouve en rdduisant  

+ (0, + 0:) +0,. fO,. FO, + +0,. fO,. FO, 
= I + e:c '+~01.  ~v+O~ ' 

c'est-~-dire la  I ~'+ des formules  (I o), t ome  I I ,  pag. 105. 

La  formule  (9 I) donne  

~(0, + 0~ + . . .  + G.  + z~,,+l. 0~,+,) = c'. 

Si l 'on pose 0 = 0 ~  = = . . .  ----- G,  ----- o, on aura comme nous  avons vu 
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plus haut  02.+, et  par  suite C = o. En  faisant en m~me temps z2.+~ = i 

il est clair qu 'on  aura en ver tu  de ee qui pr6e~de ee thdor5me: 

Th4or6me V. Si l 'expression 

a,~o + a,(~O) ~ + . . .  + a,,(90)'"+~ - -  (bo + b,(~O)' + . . .  + bn_,(~.,O)'"-'), fO. FO 

reste finie en a t t r ibuant  ?t la quanti td 0 les valeurs 0 1 , 0 ~ , . . . ,  0~,+~ 

aura toujours  

En faisant 01 

Th4or6me VI. Si l 'expression 

ao~O + a , (~O)  3 + . . .  + a, , (~O) v'+~ - -  (b, + b , (~O) '  + . . .  + b , , _ , (~oO) ' " - ' ) ,  fo. FO 

on 

~(01 + 0, + 0~ + . . .  + 0~, + 0,,+1) = o. 

---- 0~ . . . .  -----02,+1 ---- a on aura comme corollaire ee thdor~me: 

(9"0 ~ 9'a).-.+~ 

se r6duit  h une quanti t~ finie en faisant 0--= a on aura 

~ ( 2 .  + I)~ = o; 
o u  bien si la fonction 

% r  + a1(9~0) 3 -4-" . . .  + a,(9~O) ' " 4 1 -  (bo + bl(9~0)' + - . . +  b , , - , ( 9 ~ O ) " z - ' )  �9 [0.  FO 

et les d6riv6es par rappor t  h 0 jusqu 'h  l 'ordre 2n incl. se rdduisent ~ zdro 

pour  0 ~-~ a on aura 
~(2n + ~),t = o. 

On peut  encore dnoncer ce dernier thdor~me comme il suit. 

Th~or6me VII. Si les quanti tds a o , a  1, . . . , b  o , b a , . . ,  sont  telles 

que l '~quation 

(aox + a ,x  ~ + . . .  + a ,z ' "+ ' )  ' 

_ _ ( b  ~ .31.. b , x  2 ..~- . . . 71- b n _ , ~ t n - 2 ) ( i  __c2x,)( i  -4- e 2 x ' ) =  a~{x2--9926t} 'n+l 

a lieu, la quanti t6 a ~ t i s fe ra  ndcessairement ~ l 'dquat ion 

~(=n + I)a = o, 

, . . into + m'~i oh m e t  m' sont des nombres  entiers. e est-a-d~re on dolt  avoir a = 2 ~ +  I 
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2. Soient main tenant  

{ ~ a o  - 4 - a ~ x ' + . . . - k - a .  x~" = i t ( x ) ,  

(95) = box -I-" b,x ~ -42 "1"- b . - ,~  ~"-~ = ,l,(a'). 

Dans ee eas l '~quafion 

(96) p~ - -  q~(I - -  c 'x ')(I  "4- e 'x2) -~ o 

sera du degr6 4n et ses racines seront deux h deux dgales mais de signe 
contraire. En  faisant 02,+~ = - - 0 ~ ,  0 2 . + 2 - -  0 ~ ,  . . . ,  04 . - - - -  - -  02,,, 

ea ---~ e 2 . . . . .  e~,_~ ----- I on aura pour ddferminer a 0, a j ,  . . . ,  b o, b~.. .  
les 6quations suivantes: 

(97) 2 ( ~ 0 ~ ) =  2 , ( ~ 0 , ) . f 0 , . F 0 , ;  2(~02) =)q(9"~02).f02.F02 ; . . .  ; 

~(~o2,,_,) = a , (~o2 ._ , ) ,  re2._,. Fo2,,_,. 

On aura ensuite 

La formule (82) donnera done 

(97') 

de lh 

~ 4 n  - -  ~ 2 n  �9 

201 + 202 + . . .  + 202,_1 -4- 2z~.0~. = eonst., 

(98) f (0 ,  A- 02 + . . . - f -  02._, A- a) • --e~,,gO2,,. 

En faisant 01 • 02 = . . . •  02._, = o on aura 

bo = b  I . . . . .  b . _ 2 = o ,  

a 0 ~ a 1 ~ . . . ~ a n _  1 ~ O ;  

done l '~quation (96) deviendra x4"- -  - -  o. Toutes les raeines sont done alors 

6gales h z6ro et par suite ~'02.----o. L 'dquat ion (98) donnera done va  = o  
e~ par eons6quent 

~(o, + o2 + . . .  + o3._,) = _+ ~o.~., 

~'02. se t rouve en remarquant  que a~ est le produi t  de routes les raeines, done 

a~ = ~201 . ~ 202 . . .  g 202. 



et de lh 

d o n e  enf in  

(99) 

a o et  par 
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(go 

~0~,, = + t O , .  t O , . . .  r 

~,(o, + o, + . . .  + o~._,) = + ~~ . 
--  gO, . f0o... �9 f0~,- ,  

sui te  le second meml)re de cet te  dquat ion  est une fonc t ion  ra- 

t ionnel le  des quant i tds :  

t fO ,  , 9~02 . . . .  , 990~, ,_ , ;  f O  1 . ~ '01  ; f O  2 . F O  2 ; . . .  ; tO.2,_, .  FO~,,_1. 

On peu t  r emarque r  que la fo rmule  (99) doi t  se ddduire  de I'L fo rmule  (94), 

en y fa i san t  0~, = o .  

L ' d q u a t i o n  (97') donne  encore 

~(o, + o~ + . . .  + o.~,,_, + s~.o~,,) = c'. 

On t rouve  C - - - o .  Si done s~, = i on aura  le thdorbme su ivan t :  

Th6or~me VIII. Si [ 'expression 

{a o + a,( fO)"-  + o , ( f O )  4 + . . .  + a,,(fO)'" } - - ( b o g O  + b , ( f O )  a -t- ... + 1), ,--".(fO)"n--3).fO.tr 

(9"0 - -  .~ ~0,)(~ ~0 --  ~ ~ ~(f-'o - r  (9 '~o - -  ~ -0o0,,) 

se r&lui t  a une  quan t i t5  t ime pour  0 = 0~, 02 , . . . .  0~. on  a u r a  toujom's :  

~,(ol + o~ + . . .  + o~.) = o .  

En fa isant  0, ~ 02 . . . . .  0.~,,-= a on en dddui ra  un au t re  th6or~me:  

Th~or~me IX. Si une  dqua t ion  de la forme 

(ao + a , x  ~ + . . .  + a,x~") ~ 

_ _  (box 71_ 31- n- ,  ] \ C'X')(I  "31- e2x')  ----- - -  . . . . .  n I "~ Y~ ~ I 

a l ieu i n d @ e n d e m m e n t  de la valeur  de x ,  la quan t i t6  a sat isfera ndcessaire- 

m e n t  h l '6quat ion 
~ ( 2 ~ )  = o,  

, . . in to  + re'got ofl ~ll e t  m'  s o n t  des n o m b r e s  e est-a-dlre on doi t  avoir  a 

entiers.  
Acla malhemaliea. 2t;. Impr im~  le 21 mar~ 1902. 5 
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3. Si  l ' o n  f a i t  

[ p  = ~ox + a ,x  ~ + . . .  + a,,_,x ~'-' ,  
(,oo) + ,  

I q = bo + l~,.~' + . . .  + b,,_,x ~"-~ 

ou  e n c o r e  

( I O I )  {~ --'a~ 
= box + blx  8 + + b , _ l x  2"-1 

on  d ~ m o n t r e r a  de  la m g m e  m a n i b r e  les d e u x  t h d o r ~ m e s  s u i v a n t s :  

T h d o r 6 m e  X. Si  l ' e x p r e s s i o n  

ao~O -4- a,(9~O) 3 -4- . .  "4- a , _ , @ O ) ' " - ' - -  (b o -4- b , (~O) '  -4" . . .  + bn--l(~O)~'n-~-), fO. FO 

( ~ ' o -  r162 - -  ~ ' o , ) . . .  ( ~ ' o -  y'o.~,) ~ 

re  co i t  u n e  v a l e u r  f inie  p o u r  0 = 0~ , 0~,  . . . , 0~, on  a u r a  t o u j o u r s  

I 
~(o, + 0~ + o~ + . . .  + C.) = o  

T h f o r ~ m e  XI. Si l ' e x p r e s s i o n  

ao + a,(~O)' + . . .  +a,(@)~"--(bo~O + b,(~O? + . . .  + b,_~(cO)~"-').fS. F8 

re  co i t  u n e  v a l e u r  f in ie  p o u r  0 = 0 , ,  02 ,  . . . ,  0~,,+1 on  a u r a  t o u j o u r s  

I 
~(o, + o~ + . . .  + o2.+,) = o  

E n  s u p p o s a n t  01 = 02 . . . . .  a ,  on  a u r a  c o m m e  co ro l l a i r e s :  

T h g o r ~ m e  XII.  Si l ' 6 q u a t i o n  

ft /~2n--1~ 2 (a o x -4- a 1 x 3 + �9 �9 �9 qt_ --,,-1 ~ + 

- - ( b  o + blx 2 + . . .  + b,_ lx~"-2)2( I  - -  c2x2)(I + e~x ~) = c-2-~b~v ,-1 (Jv'-~ - -  ~ ' a )  ~"+1 

a l i eu  p o u r  u n e  v a l e u r  q u e l c o n q u e  de  x ,  la q u a n t i t d  a sa t i s fe ra  ndcessa i re-  

m e n t  7t l ' 6 q u a t i o n  

I 
~(2n~) = o" 
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Th6orbme XIII. Si l '6quation 

1, '-',-,~2( I __ c~x2)(i nt-e2x ~) (ao+a,x~ +. . . - l -a , , x :" )2 - - (box-bb lx3  + . . .  +-,,_lx, j 

-~-~b ~ Ix2 ~a)~.+l 

a lieu pour une valeur queleonque de x, la quantitd a satisfera ndeessaire- 
merit ~ l 'dquation 

I 

~(2n  + I)a = o" 

Ainsi p. ex. si l 'on suppose n ~- 1 on trouve que rdquation 

a~ox ~ -  b~(I - e ' x ' ) ( I  + e~x 2) --~ e2c'b~o(X'--~o'oO ' 

doit donner 
I 

~(2~) = ; .  

L'dquation prdcddente donne en effet - -  I -=  e ~ c ~ 4 a  et cette relation en- 

tralne lequat/on ~(2a)~-~-o; comme on peut le voir par la formule 

2~a . fa.Fa 
I "4- e 2 c ~ a '  

w  

B e l a t i o n s  r e m a r q u a b l e s  en t re  les q u a n t i t d s  de ia I 'orme 

7'\ 2 n + I  ! 

La formule (38) du w 2 donne pore" la quantitd ~e une valeur ex- 
primde en fonction lindaire des quantitds de la forlne F(ma-4-Pfl). Or on 
peut h l'aide d'un thdor~me ddmontr6 duns le paragraphe pr6c6dent trouver 

pour ~z une autre expression beaucoup plus simple. En effet, en vertu 

du thdor~me V I I  l'dquation (40) donnera n6eessairement 

r  + i)~ = o 

d'oh l'on tire 
rata + p~i 

2n + I 
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et par suite 
/mto +/~goi\ 

oh m e t  /~ son,  deux nombres entiers, l l  en rdsulte on vertu do la for- 

mule (3 8) qu 'on pourra toujours t rouver  deux nombres cntiers m et /~ 

tels que 
2n 2n 

('rR~'o --}- ~l~"O'~ l . ~o m ~o lt ~ml.+,,k.. ~(, , ,  ~ jr_ [,[.~), 

' ' 1  quelles clue soient d aft eurs les valeurs des nombres enticrs k ct k'. 
2to 2 ~  

On aura en subst i tuant  les valeurs a -  2~ + , '  fl = 2~ +~  

/m~o + ll~i\ I 3"* ~"". p \ 2~ + 

Los hombres entiers m e t  /~ du premier  mcmbrc  d@endron t  de la valour 

de k e t  k'. Par  un raisonnemenL ClUe jc supprime ici, je suis parvenu a 

ddmontrer  que m = ~ ( - -  '" = l) .nk', I~ + ( ~  I)"kn, en sorte qu 'on aura 

pour des valeurs quelconques enti~res de k ,  k' ct n 

2~1 21, 

oh 

"f\(2~lleO+2fliDi~2""~ l ,] - - ( - - I ) n . ( 2 ' l . ' ~  I ) . ~ \  21~'4-I / 

27r 217, 
3 = c o s - - + i s i n  . . . . .  

2~b -F I 21~ + I 

On pourra ddduire de ht formule prdcddentc 1)lusicurs autres qui son,  

phts simples. Ainsi si l 'on multiplie les dcux membres  par 8 -~' et qu 'on 

prenne ensuite la somme par rapport  h k' delmis k ' =  o jusqu'h k ' =  2n 

on trouvera 

(,03) 
2tl 

0 0 

Si l 'on fair k = o, on obtiendra en ddveloppant cette f o r m u l e  

(,o4) ,r + ~ \  ?-du / + , , ,  2,,+, / +...+~'t, 2-~u i ) 

=(--,),,+,. ~ y , - -2~ i /+  ,,~,~+~/+...+o ~'~'~+')I 
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En multipliant les deux mmnbres de l'dquafion ( ,o2) par $-,k et prenan~ 

ensuite la somme par rapp0r~ ~ k depuis k = o jusqu"a k =- an, on ob- 

fiendra 
'2n 2n 

(,os) ~,~ .r ~' ("~ + a '~ ' /=  (,,~,~ - .k~i) .9:\ 7,~ q_ ~ : (-- ,).+'. ~ ,  a-,".9:\ 7,; u ~ �9 o o 

Pour k ' =  o on obfiendra la formule 

( 2V,O ~ {21JO~ + 2~i [21,,0 + 47i) (2,~w + 4,tmi~ 
( I 0 6 )  ~ \2 -~- ' I / /  "11- 9:~k ~ 7 @  I ) "11- 9:~, 2% + -I- . . .  "]- 9 : \  2-~,~- + I / 

~ / +  ~ , w ~ / +  + o 9:!,~-;-#q)/ 

Si l'on suppose par ex. darts les deux formules (~o4), (xo6) n-----i, v = 2 

on obtiendra: 

on bien 

on on tire 

( lo7) 

= 2 s i n -  . 9: , 
9: + 9 :  3 + 9 : ~  3 3 

9 : ( ~ )  + 9 :  3 -1-9:( 4`0+ - -  - - 2 s i n - - . 9 : i  <+% 4~ 
3 3 3 - /  

( ~ q _ ~ ( ~ + %  , " - ~ \  
9:\ 3 / \-S--, + 9 : ~ )  

9:(3) - -  9: ( ~ ) -  9: ~-~--)  ' 0 -  ~ '  

= - , / ~ . ~ . 9 : ( ~ ) ,  

_ [~i\ .  
= + v ' L i . 9 : ~ 5  ) ,  

I {01 + g~[,\ I "4- i~/3 (('0) I--~,~3 {'(oi\ 

On pourra encore trouver d'autres relations plus simples que celles ex- 

primdes par Its formules (,o4),  (to6). On a en effet: 

(,oS) (,,,~i ~_a,.9:(~+.,,~q . , .  / ,o- , , ,~\  ..,,, /a , , .+ , .~  o = 9:\2.,~-g7/ \ 2,~gi / +  o-  9:~,7,~-gi ) + o 9:~, -~a-4i ) 

._,., ( a , o - , . %  _ ,),,I ...... ,~l',,,o+,,,,o~) . . m  / .o .-- . , ,<I,  
--o ~,, ~;~u / " + ( - -  / ~ y,, 2 ~ 4 i  / o-  ~ 2 . + ? - )  
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i ~ .... ""'~ ,,, /.~,o+~\_~.,,,,~(,,,,,,-~ 

o,. / m < o - - 2 ~ i \  { 3 " "  (m~o-- 'a~i~ . . . .  / m e o + n ~ i \ l  
- o - -  ~'i ~ u  ) + - ( - ' ) "  ~'\ ~ , c i  : + o  .... ~'l ~ + i  ) j  

Ces 6quations peuvent remplaeer la formule (IO2) dans route sa gdnd- 
ralitd. Elles donneront den resultats (hffcrents pour m = o ,  ~ , 2 , 3 ,  . . . ,  n ,  

nmis eeux qu'on obtiendra pour une autre valeur de m rentreront dans 
eeux-lh. 

.~5- 

Je terminerai ce second mdmoire par l'dnoncd de plusieurs thdor5mes 
qui me paraissent de quelque importance. 

2mco + 2 /~ , i  oh ]es trois TMor~me xIg. Soient pour abrdger a - - - - -2n  + ~  

nolnbres entiers m , / , ,  2 n + t  ne song pas divisibles par le m~me facgeur et 

y ---- r 1 6 2 1 6 2  O ) . r 1 6 2 1 6 2  + 0), 

Cl ~ c2n+ I I + eSf~a  I + e~ f~2a  [ + e~iotna 

e] ~ e "2n+] i - -  c*9~*a I - - r  i - - c s ~ t ~ . a  
�9 I + e2 f*a  " I 4- e* f~2a  " ' "  I 4- e~9~Sna ' 

Cela posd, si l'on ddsigne par P une fonction quelconque enti~re des 
2 n  quantitds: 

r r + a), r + 2a), . . . ,  ~(0 + 2ha) 

qui aura la propri6g6 de rester invariable par le ehangement de 0 en 0 + a; 
on pourra toujours faire 

P = p -31- q .  ~( i  - -  c'~,12X I 4- e~v ~) 

off p e t  q sont deux fonctions en t id re s  de la quantitd y. Si l'on ddsigne 
par P' la valeur de P lorsqu'on y change le signe de a on aura en mgme 
temps 

V '  = p - -  q. ~/(~ --  c,~v,X~ + e ;~ .  

En ddsignant par v le degrd de la fonction propos6e P par rapport h ~0, 
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les fonctions p e~ q seront respectivement des degrds ~ et ~ - - 2  par 
rapport h y. 

La ddmonstration de ee thdor&ne est prineipalemen~ fondde sur eela 

que les raeines de l'6quation 

(I IO) 0 = X(~2R - -  X ~ ) ( ~ ' 2 ~ - -  11r ( ~ a , a - -  .~') 

~ y ( I  + e ' e ~ ? ' a . x 2 ) ( [  -4- e ' e ' ? ~ 2 a . : r , ~ ) . . .  (I + e ' e ' ? 2 n a . x  ') 

sont les 2n + t quantit~s 

~o, ~(o + ~), . . . ,  ~(o + 2~). 

Si l'on pose par ex. : 

P = ~o + r + ~) + . . .  + ~(o + 2 ~ )  

on ~rouvera cette formule: 

(~ ~ i) ( - - , ) " . ~ O . ~ ( a - - O ) . F ( a + O ) . . . ~ ( , ~ a + O ) . ~ , ( , ~ a - - O ) . e ~ " . c ~ " . ( r  ~ 

= ~o + ~(o + a) + ~,(o + 2~) + . . .  + ~(o + ~n~). 

Si l'on fai~: 

P = {~0 + O"~(O + ~) + , ~ ( 0  + 2~) + . . .  + ~ ' ~ ( O  + ~n~)} ~"+' I I2) 

27r 2~r 
# : cos2~ + ~ + i sin2n + I '  

P aura la propridfd requise et l 'on trouvera: 

(r I3) P --~ aoy + a l y  ~ + a~y 3 + . . .  + a . y  ~"+1 

+ (bo + b~y 2 + + ~,-~ ~ 0. ~ .,. � 9  b . _ l y  ) ~( i  - -  e l y  )(t + e ly  ) 

oh les coefficients a0, a l ,  . . .  , b0, b~, . . . ,  b,_l ~t is font  ~ l'6quation 

(I I4) ( a o Y + a l y 3 +  .... Fa,,y~"+~)~--(bo+b~y~-J-...-+-l~,,__~.y~"-~ ~ + e ~ y  ~) 

pour une valeur quelconque y .  



40 N. 1:[. Abel. 

Connaissan~ la valeur de P pour chaque valeur de p il est facile d'en 

tirer la rdsolution algdbrique de l'dquation. On a en effet en ddsignant 
par P,, la valeur de P qui r6pond h p: 

(~ 15) ~,o + ,~,r + ,,) + ,~ ,r  + 2~,) + . . .  + ,~""r + 2ha) = '"+',--v P,, 

d'ofi l 'on tire ensuite en faisant I Z = O ,  ~ , 2 , . . . ,  2n 

(~ ~6) 
I 

~ ( 0  -Jr" ma) = 2~ + x ( ( - -  ~ ) " d ' d " ( ~ a  . r  . . . r  . y 

+~-~'. v ' - , +  �9 v P , +  + ' - v - , , , ~ ,  

ce qui est l'expression d'une racine quelconque de l'6quafion. 

. ,  ( ,n(oi + k,o)  pourra tIOUjOtlI'S s'exprimer Th~or6me XV. La quantttc V\  ~ +  

�9 

algebrlquemen~ en fonction de ~ . On aura en effef 

[mgoi+ekr i (A+t~--~ ~"+4-7--- r 2,,~,,~--__ ,--~,a '-'"+',-;--~ 

off A ,  A~, . . . ,  A2,, sont des quantitds rdelles et en mdme temps des fonc- 

,.(, 'o t  tions ra t iomml les  des deux quantit('s \ ~  et sin ~-+-~ . Pour k-- -o  

o n  aLlra 

(1,8) ( i �9 { A +  v'A, + (/A,+...+"+"--I~'A,,,t. 

I1 est ~t remarquer que l'une des quantit~s A~, A 2 , . . . ,  A2,  est n6cessaire- 

ment 6gale h zgro. Cela se voit h l'aide de la formule (Io8). 
La ddmonstmfion de ce thdorbme se d6duit des deux formules ( I I6) ,  

( I O 4 ) .  

Thdor6me XVI. 

par l'dquafion o~ = ~ .  ~/zn + ~, 

1 
r 

f 
o 

Si les deux quantitds r et $ sont lides entre elles 

c'est-'~-dire si l 'on a 

~/2n,  a t- I 

1 
e 

- -  ; dx 
�9 i ( l  + C"X~)(I  - -  e',~'fl) 
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oh e et c sont des quantit~s r~elles et positives, alors la fonction ~ aura 
la proprifit~ suivante: 

( ~ , ~  ,~ ( 4 ~ .  ( ~,o ~ 
~i~ ~-z~-~/�9 ~ ( ~ - r ~ ) - , ~  ~ ,  + , / ~ - r ~ / +  ... 

- -  ( - -  I)" sin \z,~ + x/ 

oh # d~signe un hombre en te r  quelconque. 
Si par ex. n =  2, ~ =  I on aura t o = ~ , / ~  et 

sin ( y ) .  ~ (~)  - - s i n  (~ ) .  ~ ( ~ )  = - - , ' 5 "  r  

Fin du second m6moire. 

Christiania le 2 7 ao6t 18 2 8. 

Acta matht~natle, a. 26. Imprim~ le 7 avril 1902. 6 


