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Har du noen gang tenkt over hvor mange ord spraket inneholder? I denne artikkelen
skal vi gi et svar pa en noe forenklet versjon av det spgrsmalet og relatere det til Gro-
movs resultat om vekst av virtuelt nilpotente grupper, publisert i 1981.

Det er selvfglgelig ingen god ide a starte a telle
ord i et sprak, men likevel, la oss forsgke. Vi
starter med a betrakte ord av lengde 1, slik som
i,8 og a. Hvis vi er litt strenge med hva vi mener
med et ord sa er det vel ikke flere enn disse. Lista
over ord av lengde to er mye lenger; vi har to,
ku, sa, ta og hi for & nevne noen. Vi skal ikke
fortsette pa disse listene, vi skal heller forandre
spillereglene og fokusere pa et sprak som viser
seg a inneholde en veldig viktig matematisk
konstruksjon. Her er reglene:

1. Alfabetet inneholder kun to bok-
staver, X og y.

2. Alle kombinasjoner av x’er og yer
er ord i dette spraket, med to unntak,
kombinasjonene xx og yyy skal ikke
forkomme i spraket.

La oss na telle antall ord i ordboken. I tabellen
har vi listet alle de korteste ordene, sortert etter
lengde.

Lengde | Ord Antall
1 X,y 2
2 Xy, YX, VY 3
3 [XYX, yyX, yXy, Xyy 4
4 XyXY, XyyX, YXyX, yXyYy, 5
yYXy

5 XyXyX, XyXyy, Xyyxy, yX- 7
XY, YXYYX, YYXyX, YYXYy

6 XYXYyXY, XyXyyX, XyyXyX, 9
XYyXyy, YXyXyX, yXyXyy,
YXYYXY, YYXYXY, YYXYyX

Lana W(n) betegne antall ord av lengde n. Et ele-
mentert kombinatorisk argument (som vi ute-
later av plasshensyn) gir at W(n) er lik summen

W(n-1)+W(n-5). Det gir oss en enkel oppskrift pa
a fortsette den hgyre tallrekken i tabellen: 2,3 .4
5,7.9,12,16,21,28,37,49,65,... Denne tallfglgen
har det vi kaller eksponensiell vekst. det samme
fenomenet som for verdens befolkning. Den vok-
ser fort, men ettersom befolkingen gker, vokser
den enda fortere. Det motsatte av eksponensiell
vekst er i denne forbindele polynomiell vekst.
Polynomiell vekst er mye langsommere enn eks-
ponensiell vekst, f.eks. har fglgen av naturlige
tall, 1,2,3,4,5,6,7,... polynomiell vekst.

Spraket som vi har beskrevet over er det som i
matematisk terminologi kalles elementene i den
Projektive moduleere gruppa, PSL(2,7Z). Det vi
har vist, eller i det minste antydet, er at denne
gruppa har eksponensiell vekst.

La oss minne om Gromovs resultat fra 1981:

Teorem (Gromov, 1981)
En endeliggenerert gruppe G har polynomiell
vekst hvis og bare hvis den er virtuelt nilpotent.

Ved a bruke dette resultatet kan vi na slutte at den
projektive modul@re gruppa ikke er virtuelt nil-
potent. Og hva sa? Det er ikke enkelt & forklare
hva det betyr at en gruppe er virtuelt nilpotent.
Vi har ikke engang forklart hva vi mener med
begrepet gruppe. Men for matematikere som job-
ber med gruppeteori er det veldig viktig a vite om
en gruppe er virtuelt nilpotent eller ikke. Det vi
prover a fortelle med dette er at ved & kombinere
litt enkel telling med Gromovs teorem, kan vi
si noe helt grunnleggende og viktig om gruppa
PSL(2.,Z).



